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Estrategias optimas en modelos de explotacion de recursos

Hernandez Rodriguez, Matias Ezequiel

Instituto Nacional de Investigacién y Desarrollo Pesquero - INIDEP

Resumen

Este informe presenta una metodologia, basada en el principio de Pontryagin, para el disefio de estrategias de capturas
optimas en modelos de explotacion de recursos.

Luego de definir las nociones basicas de la teoria de control dptimo en versidn discreta, se desarrolla el principio de
Pontryagin. La teoria es reforzada con un ejemplo practico, el cual, ademas, pone de manifiesto la dificultad que implica
aplicar el ya mencionado principio si no se dispone de un método numeérico de aproximacion. En ese sentido, se explica el
método de barrido hacia adelante-hacia atréas.

Finalmente, la metodologia es aplicada a un modelo de pesqueria; pero queda claro que también puede aplicarse a
cualquier otro modelo de explotacion de recursos, sean estos renovables o no.
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Introduccion

Muchas aplicaciones cientificas implican el control de sistemas dinamicos, es decir, de sistemas que
evolucionan con el tiempo, tales como la iteracion entre las especies de un ecosistema, la trayectoria
de una nave espacial, la economia de una empresa, etc. Los sistemas dinamicos se clasifican en
discretos o continuos dependiendo de si el tiempo varia de forma discreta o continua (Lenhart and
Workman 2007; Sethi 2021).

La rama de la matematica desarrollada para encontrar maneras de controlar tales sistemas con la
finalidad de alcanzar objetivos que generalmente estan relacionados con la maximizacion (o
minimizacién) de un rendimiento, indice o algin tipo de criterio, se conoce como teoria de control
Optimo. Actualmente, en gran medida gracias a crecimiento vertiginoso de la tecnologia informatica,
la susodicha teoria contribuye enormemente en el desarrollo de &reas tan diversas como las finanzas,
la robdtica, la medicina, el marketing, la optimizacion de procesos y, la que incumbe a este informe,
la administracion y manejo sustentable de recursos naturales (Grass, Caulkins, Feichtinger, Tragler,
and Behrens 2008; Korshunov 1995).

Junto con el cambio climatico, la contaminacion, la conservacion de la biodiversidad y la correcta
administracion de los recursos hidricos, la sobreexplotacion de la pesca es hoy una de las principales
preocupaciones publicas a nivel mundial. Por eso, en la busqueda de un crecimiento sustentable es
imperante el desarrollo de metodologias interdisciplinarias que ayuden al ser humano en la toma de
decisiones a largo plazo con la finalidad de articular armoniosamente la economia con la ecologia. Es
en ese punto que la teoria de control 6ptimo puede contribuir en el disefio de estrategias Optimas que
tengan en cuenta tanto la conservacion en el tiempo de una especie que esta siendo explotada como
aspectos relacionados al desarrollo econémico, social y tecnoldgico (De Lara and Doyen 2008; Sethi
2021).

Este informe trata sobre la aplicacion de la version discreta del principio de Pontryagin en el disefio
de estrategias optimas en modelos de explotacion de recursos, lo cual constituye una herramienta
muy potente a la hora de analizar diferentes escenarios, y es mucho mas realista que la que utilizan
modelos de tiempo continuo (Demir and Lenhart 2020; Sethi 2021, p. 289-295).

La metodologia aqui expuesta va dirigida a todo investigador cuya labor esté vinculada a la
conservacion y el uso sustentable de recursos naturales. Cabe destacar que si bien en este informe se
aborda un modelo de pesqueria, la misma metodologia se puede aplicar a cualquier modelo de
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explotacion de recursos, sean estos renovables o0 no, siempre y cuando se cuente con un modelo para
la dindmica del mismo.

Las preparacion matematica necesaria para comprender este informe y profundizar en las ideas que
en el mismo se desarrollan es la que se estudia en los cursos basicos de célculo de varias variables y
algebra elemental.

En la seccion Nociones bésicas se definen los conceptos basicos mas importantes de la teoria de
control éptimo en version discreta.

En la seccion El principio de Pontryain se explican las condiciones necesarias (principio de
Pontryagin) que debe satisfacer un control Optimo y su trayectoria asociada. Se proporciona un
ejemplo de aplicacion, y se describe, mediante su pseudocddigo, un método numerico de resolucion
conocido como meétodo de barrido hacia adelante-hacia atras.

En la seccion Materiales y métodos se explica la metodologia seguida para disefiar estrategias de
capturas Optimas para un modelo de explotacion de peces, el cual se aborda en la seccion Resultados,
y el lenguaje de programacion utilizado para programar el método de barrido hacia adelante-hacia
atrés.

La seccion Resultados esta destinada al problema de disefiar estrategias de capturas Optimas para un
modelo de explotacion de peces (6ptimas en el sentido de maximizar los beneficios de la pesca y al
mismo tiempo proteger la especie explotada). Se analizan diferentes escenarios al considerar
proyecciones a corto, mediano y largo plazo.

Finalmente, el informe termina con la seccion Conclusiones.

En el apéndice se comparte el cddigo del método de barrido hacia adelante-hacia atras.

Nociones basicas
En términos matematicos un sistema dindmico controlado discreto esta representado por una
ecuacion en diferencias de la siguiente forma:

Ky = G2, k), (1)

para k =0,1,2,...,T — 1. En la ecuacion anterior k representa el tiempo, que en ese caso se
considera discreto; x, es el estado del sistema en el tiempo k; u, es el control o decision tomada en
el tiempo k; la funcion g modela la evolucion del sistema, y se conoce como funcion de estado. Se
considera conocido el estado inicial del sistema, es decir, x,. El conjunto de decisiones tomadas en
los diferentes tiempos, (1q,1y,.... 14}, S& conocen, dependiendo del contexto, como trayectoria
del control, estrategia, politica o vector de decisiones; y los diferentes estados que de ella resultan,
(xg.x,,...,x7), trayectoria del estado.

La teoria de control éptimo estudia como determinar la mejor estrategia asociada a un sistema
dinamico, y en particular a uno como el descripto por la ecuacion (1), es decir, una trayectoria del
control que maximice (o minimice) un determinado criterio. Generalmente, en el contexto discreto,
ese criterio viene determinado por un funcional, conocido como funcion objetivo, que tiene la
siguiente expresion general:

J(w) = @(T) + X128 Flx,,u,, k). (2)

La trayectoria de control que maximiza la ecuacion (2), sujeta a (1), se denomina control éptimo, y se
denota wu* = (uj,ui,...,u%_;). La trayectoria de estados asociadas a u*, se denota
x* = (x],x3,...,x7), Y Se conoce como trayectoria de estados Optima. En muchas situaciones
practicas se imponen restricciones sobre las trayectorias del control y del estado. En lenguaje
matematico  esas  restricciones  se  expresan  asi:  (uguy,...,up )0 RTTL 0y
(xpsXyg,ne X7 )X € BT,

Algunos ejemplos de sistemas dindmicos sometidos a un control son la evolucion de la biomasa de
una especie animal explotada (Demir and Lenhart 2020), la evolucion de una infeccién cuando se
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aplican diferentes estrategias de control (Acufia, Diaz, Baca, and Olmos, 2021; Moore 2021), el uso
de la energia (Munro 1979; Tahiri, Chikh, and Khafallah 2021) y la trayectoria de un misil guiado
(Cho 2021). Los ejemplos anteriores pueden dar lugar, respectivamente, a problemas de optimizacion
tales como maximizar las ganancias obtenidas de explotar una especie sin ponerla en riesgo de
extincion, minimizar el nimero de personas fallecidas y los gastos asociados a la vacunacion de una
poblacion que sufre una epidemia, optimizar el uso de la energia y minimizar la trayectoria de un
misil dirigido con la finalidad de alcanzar un objetivo.

A modo de resumen, un problema de optimizacion discreto se puede generalizar de la siguiente
manera:

may J(uw)

':JEL”:E.
Sujeto a: xeX € RT 3)
Xps = g(xu, k), k=0,1,2,....,T —1,

donde J{u) viene dado por (3).

El principio de Pontryagin

La principal técnica para abordar un problema de control 6ptimo consiste en resolver las condiciones
necesarias que deben satisfacer un control dptimo y su trayectoria asociada. Esas condiciones, que
hoy se conocen como principio de Pontryagin, fueron estudiadas en la década de 1950 por el
eminente matematico ruso Lev Semenovich Pontryagin.

La prueba del susodicho principio en version discreta es simple, y sélo utiliza conceptos del célculo
de varias variables; pero es larga y tediosa (Lenhart and Workman 2007, pp. 194-196). No es el
propdsito de este informe explicarla, sino describir las condiciones necesarias que satisfacen un
control éptimo y su trayectoria asociada para luego indicar como deben ser aplicadas en el abordaje
de problemas de control 6ptimo discretos, concretamente en un modelo de explotacion de recursos
pesqueros. A continuacidn, se consideran dos situaciones bajo la suposicion de que las funciones fy
g son continuamente diferenciables en sus argumentos (condiciones que, aunque aqui no abordemos
el tema, son imprescindibles para garantizar la existencia y unicidad de un control 6ptimo).

Caso sin restricciones. En este caso se considera el siguiente problema

m u
| o T @
Sujeto a: x,.., = g(x,. uy. k), k=0,1,2,..., T —1,

donde J{u) viene dado por la ecuacion (2). En tal caso, si u* = (uj, u3,...,u_;) el un maximo de
J(u) sobre todo RT, es decir, no se imponen restricciones sobre u*, y x* = (x{,x3i,...,x3) es la
trayectoria asociada a u*; entonces, las condiciones necesarias que satisfacen u* y x* son

ko dx,,
Ar = @'(x1) (5)
BBy _ 0enut,
duy

para k=0,1,2,..., T—1. En (5) H, se conoce como Hamiltoniano, y se define como
H, = f(x,,uz,k) +A,.,0(x,.u,, k). Las variables 4, se denominan variables adjuntas, y tienen un
propoésito similar al de los multiplicadores de Lagrange que se utilizan en el célculo de varias
variables cuando se desea maximizar o minimizar una funcién con restricciones. La primera de las
ecuaciones de (5) se llama ecuacion de las variables adjuntas; la segunda, condicion de
transversalidad; la tercera, caracterizacion del control 6ptimo.

Estrategias 6ptimas en modelos de explotacién de recursos
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En este punto debe indicarse que se llega a las mismas condiciones necesarias cuando el problema es
la minimizacion en lugar de la maximizacion de J{u), eso es algo que se aprecia en la prueba del
principio de Pontryagin; pero eso no es ningun problema porque se puede chequear la condicion de
. . . . .. ... . . A%H
concavidad para distinguir entre controles que maximizan y minimizan J(u). Es decir, si —— < 0 en
U
C .. . A%H ..
u*, el problema es minimizado; si 5, 0 en u*, el problema es maximizado.
“u

A continuacion, se presenta un ejemplo practico para clarificar la utilidad del Principio de
Pontryagin.
Ejemplo 1. Encontrar el control 6ptimo, y su dinamica asociada, del siguiente problema:

PR
min Z —(x; +uy)
u 2
_ k=0
Sujeto a: x,..y = x, +u,, k=0,1,2,

X, = 5.

- - J_ - -~ e
En este caso el Hamiltoniano es H, = = (x; + uy) + Appq (2, + 1) Ademés, ¢'=0 y T = 3, de
donde se derivan las facilmente las siguientes condiciones necesarias:

3o = 2 +4
= =¥ .
K~ ax, kT Ak
0= Zi: =1, + A, ENUY,

para k = 0,1,2. De la ultima de las ecuaciones anteriores se deduce que u, = —4,.,, luego, puede
escribirse la funcion de estado como x,,, = x, —4,.;, k =0,1,2. Ya se sabe que A; = 0; por lo
tanto, k = 2 implica que x; = x, segun la ecuacion que caracteriza el control optimo, y 4, = x, de
acuerdo a la condicion de transversalidad. Ademaés, considerando k = 1, la ecuacion que caracteriza
el control implica que x, =x, —4,. Entonces, 4, =x, y x,=x, —4,, lo cual implica que
x, = x, — x,, de donde se deduce que x, = x?

La condicion de transversalidad también implicaque A, = x, + 4, = x, + x,. Para k = 1, la funcion

. . 3
de estado implica que x;, =x; =4, =5— (x; + x,)=5— 2% de donde se deduce que xj = 2.

Luego, x; == =1y x; = x5 = 1. Con lo cual, la trayectoria 6ptima es x* = (5,2,1,1). El control

optimo se haya a partir de la ecuacion de estado, y es u* = (—3,—1,0).
Finalmente, resta responder la pregunta: ;u*es efectivamente un minimo o es un maximo? Como

8°H L ..
=, —1>0, lo cual significa que *es un minimo.
U

Con restricciones. En este caso el problema a considerar es:

max J(u)
u
Sujeto a: t,,;, = Uy = Upg,
Xps = g(xp,u, k), k=0,1,2,...,T —1,

(6)

donde J(u) viene dado por la ecuacion (2). Como se puede observar en la ecuacion (6) se han
impuesto restricciones sobre el control, es decir, el control esta acotado. Las condiciones necesarias
en este caso estan constituidas por la misma ecuacion para las variables adjuntas y la misma
condicion de transversalidad que en el caso anterior; pero la caracterizacion del control éptimo viene
dada por

Estrategias 6ptimas en modelos de explotacién de recursos
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9H, i
Au <0— Uy = Upin
&
dH,
_ 7
du =0— Uonin = H’ik = Uomazx ( )
&

aH,

dug

| J—
202 u, =,

Algoritmo de barrido hacia adelante-hacia atras
El ejemplo 1 pone en evidencia que el abordaje de un problema de control ¢ptimo utilizando el
principio de Pontryagin se complejiza en tanto en cuanto T aumenta, ya que cuanto mayor es el valor
de T, mayor es el numero de ecuaciones que deben resolverse. Para afrontar esa dificultad se han
desarrollado métodos numéricos de resolucion, los cuales proporcionan una aproximacion de u* y x*.
Uno de ellos es el método de barrido hacia adelante-hacia atras, cuyo pseudocodigo es el siguiente:
Entrada: La funcion de estado, g, la condicion inicial del estado, x,, el funcional, J(u), y T.
Se definen el maximo nimero de iteraciones aceptables, N, y el nimero de testeo de convergencia, <.
Se define una aproximacion inicial, 1, de u*.
te0
Mientras (no se verifique alguna de las condiciones de corte) hacer

Se calcula la trayectoria del estado, ¥, yendo hacia adelante con la funcién de estado y la

condicion inicial, es decir, %, = g(%.. 1. k), k=1,2,...,T.

Usando x, 1, la condicion de transversalidad 4, = ¢'(%;) y la ecuacion de las variables

adjuntas hacia atras, se aproximan las variables adjuntas, A.

Se define v = 1.

Se actualiza it mediante la caracterizacién del control 6ptimo.

Se actualiza @t como el promedio entre la actualizacion y su valor anterior, es decir,

=2 (ii+ v).

Se chequean las condiciones de finalizacion del algoritmo: ||ii — v
Salida: i y x.
La aplicacion del algoritmo anterior en la resolucion del ejemplo 1 utilizando N = 500y = = 1079,
proporciona la solucion aproximada del control 6ptimo @ = (—3.0003, —1.0002,0.0000) con un
error  absoluto  |lu*-1ll, =0.0003847, y la trayectoria de estados dptimas
% = (5.0000,2.0004, 1.0007,1.0007) con un error absoluto ||x*-x|l, = 0.0001010. El algoritmo
demoro so6lo 0.7286 segundos en converger bajo las condiciones de corte antes descriptas, y lo hizo
en apenas 43 iteraciones.

l,<so0t=N.

@ | ' | (b

Figura 1. (a) Trayectoria 6ptima. (b) Control 6ptimo.

Estrategias 6ptimas en modelos de explotacién de recursos
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La Figura 1 muestra la trayectoria optima y el control éptimo del ejemplo 1 aproximados con el
método de barrido hacia adelante-hacia atras.

Materiales y métodos

Se plantea un problema de control 6ptimo para disefiar estrategias de capturas éptimas a corto,
mediano y largo plazo de una especie de peces explotada (ver la Tabla 1). Esas estrategias son
Optimas en el sentido de que al mismo tiempo maximizan los beneficios de las capturas y la
conservacion de los peces.

Se asume que la dinamica de los peces sometidos a capturas viene dada por el modelo de Gordon—
Schaefer en version discreta. Mediante el método MCMC se estiman los parametros del modelo.
Luego, se plantea formalmente el problema de control 6ptimo y se utiliza el principio de Pontryagin
para caracterizar las condiciones necesarias del mismo. Mediante el algoritmo de barrido hacia
adelante-hacia atras se calcula una aproximacion numeérica de la estrategia Optima y su trayectoria
asociada en el contexto de diferentes escenarios resultantes de considerar diferentes proyecciones a
futuro y de darle diferentes pesos a la conservacion de los peces.

El algoritmo de barrido hacia adelante-hacia atrds fue programado en Octave. Su cddigo, que
facilmente se puede modificar para abordar diferentes clases de problemas, es compartido en el
apéndice del informe.

Resultados

La Tabla 1 muestra la dinamica de una especie de peces explotada a lo largo de los afios en una
determinada region. El indice de abundancia media, I, sefiala una degradacion de la especie con el
paso del tiempo, ver Figura 2 (a); por lo tanto, se plantea el problema de buscar estrategias de
capturas sustentables en el sentido de que al mismo tiempo maximicen los beneficios obtenidos por
las capturas y protejan a la especie explotada.

Tabla 1. Datos.

Afio Capturas[Tn] indice de abu~ndancia media | Desviacion es:céndar
[Tn/barcos-afno] [Tn/barcos-afno]
1999 3.941 284,39 20,93
2000 2.880 302,01 19,46
2001 3.065 228,88 18,91
2002 2.948 237,07 18,71
2003 3.494 256,89 18,55
2004 3.783 275,65 17,81
2005 4.056 277,19 17,36
2006 5.559 241,2 17,60
2007 4.473 150,77 17,03

Estrategias 6ptimas en modelos de explotacién de recursos
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2008 5.242 187,76 16,89
2009 4.531 147,98 16,10
2010 5.846 1971 15,70
2011 6.122 218,47 15,81
2012 5.669 158,68 15,60
2013 4.273 124,93 15,47
2014 5.112 199,68 14,52
2015 4.508 162,42 15,47
2016 4.144 161,25 14,48
2017 3.180 161,38 15,48
2018 3.121 223,72 15,89

Se asume que la dindmica de la biomasa de los peces, medida en toneladas, se ajusta al modelo de
Gordon-Schaefer (Tahiri, Chikh, and Khafallah 2021; Idels and Wang 2008), el cual, en términos
matematicos, tiene la siguiente forma:

x
xk+1=xk+rxk(1—Ek)—J1k,k= 1999,...,2018, ®)

done r y K son, respectivamente, el pardmetro de crecimiento y la capacidad de soporte de los
peces, y h, es la captura realizada en el tiempo k. La captura, a su vez, se define como h, = gE, x,,
donde E, es el esfuerzo de pesca, el cual representa la intensidad de las actividades humanas para
extraer los peces, y q es el coeficiente de capturabilidad, y representa la fraccion de la poblacién
capturada por unidad de esfuerzo de pesca.

En este caso el esfuerzo de pesca se mide en barcos-afio, y se sabe que en los afios contemplados en
la tabla se ha capturado con el maximo esfuerzo de pesca posible, el cual es de 21 barcos-afio.

Antes de plantear el problema de optimizacién con la finalidad de estudiar estrategias sustentables,
debe estimarse r, K, q y la biomasa inicial, x,545, Ya que es desconocida. La estimacion de los
parametros se realiza a partir de la relacion que vincula el indice de abundancia media en el afio k,
1. (k), con la biomasa en ese afio y g, es decir, I, (k) = qx,.

Mediante el método MCMC de estimacion bayesiana (Reich and Ghosh 2019, p. 76-82) se
encuentran las distribuciones de x,445, ¥, K, ver Figura 2 (b), (¢) y (d), y con minimos cuadrados el
valor de g. En la dindmica (8) se utilizan los valores medios de los parametros estimados, los cuales
SON X555 = 2.7316 X 10* Tn, » = 0.7534, K =2.7399 x 10* Tny q = 0.01081.

—_— 0.6 [ - . . -

7000 - —=— Indice estimado (valor medio) | |

~=— indice 0.5
6000 |

5000 |

4000 +

3000 F

-} L L )
2005 2010 2015 20000 30000 40000 50000 60000

(a (b

2000
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0
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Figura 2. (a) indice de abundancia media (rojo) e indice estimado (azul). (b) Distribucion de la biomasa inicial. (c)
Distribucion de la capacidad de soporte. (d) Distribucién del pardmetro de crecimiento.

Una vez calibrado el modelo de crecimiento, es decir, estimados los pardmetros, se comienza con el
planteo del problema de control Optimo. La funcién de estado estd dada por (8); para
k=1,...,T— 1, donde k = 1 indica el tiempo inicial a partir de 2018, o sea 2019, y T es el afio
hasta donde se desea hacer proyeccién a futuro. Por ejemplo, si se busca una estrategia sustentable 5
afios al futuro; entonces, T = 5.

La biomasa inicial en 2019, que se denota x,, se obtiene a partir de la ecuacion de estado de la
siguiente manera:

Xy

El disefio del funcional, J(E), caracteriza la estrategia a seguir, es decir las capturas recomendadas en
pos de satisfacer objetivos.

Se considera el problema de encontrar una estrategia que maximice los beneficios de las capturas y al
mismo tiempo proteja la especie. Para modelar los beneficios de las capturas se puede observar que si
p es el precio por unidad de esfuerzo de pesca; entonces, la ganancia en el tiempo k es pgE, x,. Por
otro lado, si ¢ es el costo unitario por unidad de esfuerzo de pesca; entonces, las pérdidas en el
tiempo k es cE,,, y la renta en el afio k viene dada por pgE,x,-cE,. Algunos autores proponen no
so6lo maximizar la renta cada afio, sino también minimizar el esfuerzo de pesca al cuadrado, con lo
cual el beneficio en el afio k viene dado por pgE, x,-cE,-EZ (Demir and Lenhart 2020). Luego, el
beneficio obtenido T afios después de 2019 se modela con la siguiente suma:

-1

k 2
P (PqE x;—cE,- Ey),
k=0
donde p € (0,1], se conoce como factor de descuento.
Para proteger la especie explotada, se buscan estrategias que maximicen la biomasa de la especie en
. . . . 1 = . .
el tiempo final T, es decir, la cantidad = x 3. Entonces, el funcional que se desea maximizar es:

» o 1 -
J(E):E'}::Jé P‘k [qukxk‘ cEy- EJZ] + Wit

donde w, = 0O representa el peso (o0 importancia) que se le da a la proteccion de la especie. En el caso
extremo en que w;, = 0, solo se le da peso al bienestar.

La interpretacion de la suma anterior es la siguiente: conforme pasa el tiempo, menos peso (o
importancia) se le da al beneficio obtenido por la entidad que captura peces y mas peso se le da a la
proteccién de la misma, ya que conforme k aumenta o disminuye.

El problema de control 6ptimo que se plantea es el siguiente:

Estrategias 6ptimas en modelos de explotacién de recursos
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-1

-

1
I 2
max E, x,—cE,—-E;)+—-w;x
Em[nEEEEmax;p (pg e k k] 5 WitT o
Sujeto a: xk+1=xk+rxk(1—1—;f)—qﬁ'kxk,k=1,...,T

x, = 1.8836 X 10*Tn,

donde E, ., = 0 barcos-afioy E, .. = 21 barcos-afio.

min maax

Para caracterizar el control optimo del problema (9) y su trayectoria asociada, se comienza por
observar que el hamiltoniano es:

Hy, = p*(PqEx,~cE— E7) + Agsy [xk T (1 - 1_'(} 7 quxk]'

H, . r
A== p*paBy + Ay (147 — 2%~ qx. ).k =0,1,...,T —1.

L

Con lo cual las ecuaciones de las variables adjuntas del problema (9) son:
I r
A, =p pgE, + 4,4, (1 +r— ZExk — q;rk),k =041,...,T —1. (10)

La condicién de transversalidad es:

Ar=xr. (11)

H;{ .
oY se consideran los tres casos
-3

. : RN 3
Finalmente, para caracterizar el control o6ptimo, E*, se calcula 2

proporcionados por (7). Facilmente se encuentra que %=pk[pqu—c—25k]—ﬂ,k+1q:xk.

Entonces,

aH;, _ (6 pa—Ai, a)xp—p"c

1. 8E, <0- Ek - Emz'u V o :pk = E:lm':lz'
AH; (6" pa—An. qlan—p" (o ma—An. . lwe—aF

2. E'EK =0- Ei'{ = == t+_kq:|x'{ o - E:':I‘li:'! < - r:+—kq:|‘rhf = = Ei']‘]ﬁ.t"

:« 2p Zp

3H;, _ (6" pa—Agy,q )y —p"c

3. AE, }ﬂ_}Ek _Emrzx _}E:lmt.r = :Pk '

La caracterizacion del control 6ptimo dada por los tres items anteriores se puede escribir de forma
compacta de la siguiente manera:

ng—A,.,q)x, — p¥e
E‘“:n‘lin(f.';,ﬂ”,msl}c(E;,m.ﬂ,(Jﬂ P £19)% — P )) (12)

2p*

A continuacion, se muestran diferentes estrategias dptimas obtenidas a partir de la resolucion
numérica del problema (9) mediante el algoritmo de barrido hacia adelante-hacia atras usando las
condiciones necesarias (10), (11) y (12). Se consideran diferentes valores de T con la finalidad de
analizar estrategias a corto, mediano y largo plazo. Ademas, también se analiza como varian esas
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estrategias segun el peso que se le otorgue a la conservacion de la especie explotada. Los valores de
los pardmetros utilizados se muestran en la Tabla 2.

Tabla 2. Valor de los pardmetros utilizados

Pardmetro | Descripcién Valor Fuente

X, Condicion inicial 1,8836 X 10°Tn Estimado
r Tasa de reproduccion 0,7534 Estimado
K Capacidad de soporte 2,7399 X 10* Tn Estimado
q Coeficiente de capturabilidad 0,01081 Estimado
E in Esfuerzo de pesca minimo 0 barcos-afo Asumido
E, . Esfuerzo de pesca méximo 21 barcos-afo Asumido
P Precio por unidad de esfuerzo de pesca | $6 000 Asumido
c Costo por unidad de esfuerzo de pesca | $3 070 Asumido
P Factor de descuento 0,9 Asumido

Caso T = 5 afios. La Figura 3 muestra la dinamica de la biomasa asociada a una estrategia optima a
corto plazo, T = 5 afios, segun el peso que se le otorgue al objetivo de proteger la especie, es decir,
para diferentes valores de w,. En la subfigura (a) puede verse la trayectoria de estados asociada a la
estrategia optima que se ve en la subfigura (b) cuando w, = 0, 0 sea, cuando no se le presta ninguna
importancia a la proteccion de la especie. En ese caso la estrategia optima optimiza solamente los
beneficios obtenidos de la pesca, lo cual se refleja en un descenso constante de la biomasa.

La subfigura (c) corresponde a la trayectoria de estados asociada a la estrategia dptima que se aprecia
en la subfigura (d), y que se obtiene con w, = 0.3. En esa situacion se le otorga un cierto peso a la
conservacion de la especie explotada, lo cual se refleja en el hecho de que la biomasa en el tiempo
final es similar a la inicial.

Finalmente, en la subfigura (f) se observa una estrategia optima destinada a la preservacion de los
peces, ya que se obtiene considerando w, = 0.9. Como se nota en la subfigura (e), siguiendo esa
estrategia la biomasa final es superior a la inicial. Se aconseja captura nula los Gltimos dos afios.

Es de notar que en todos los escenarios las capturas se realicen de modo decreciente a lo largo de los
afios, es decir se comienza con capturas elevadas y se termina con capturas pequefas (incluso nulas).
En las figuras 4 y 5 se observan, respectivamente, las estrategias éptimas y sus respectivas
trayectorias de biomasa asociadas a mediano y largo plazo. El analisis es similar al que se realizo a
corto plazo en el sentido de que siempre las estrategias dptimas se caracterizan por realizarse de
manera decreciente.

25000 - T T T Y S 4 .| 5600 - T T T —

24000 5490

5200
23000 F
5000
22000 f
4800

Biomasa[Tn]
Capturas[Tn]

21000 |
4600

20000 4400 b

19000 * 4200
2019 2020 2021 2022 2023 2024 2019 2020 2021 2022 2023

Tiempo[Ano] (a Tiempo[Ano] (b

) )
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Figura 3. Biomasa y estrategia de captura optima a corto plazo, T = 5 anos.
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Flgura 4. Biomasa y estrategia de captura optima a mediano plazo, T = 10 anos.
Caso T = 15 afos.
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Figura 5. Biomasa y estrategia de captura éptima a largo plazo, T = 15 afios.
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Conclusiones

En este informe, aplicamos el principio de Pontryagin para estudiar estrategias de capturas optimas
en un modelo de explotacion de peces, concretamente el modelo de Gordon—Schaefer, las cuales
permitieron analizar diferentes escenarios que corresponden a considerar periodos de tiempo a corto,
mediano y largo plazo, y diferentes pesos a la preservacion de los peces.

Los resultados numéricos obtenidos mediante el método de barrido hacia adelante-hacia atras
sugieren que las estrategias Optimas implican realizar las capturas de manera decreciente en el
tiempo.

La metodologia presentada se puede extender a modelos méas complejos, incluso a modelos que
involucren la interaccion entre diferentes especies y el hombre.
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Apéndice: Codigo en Octave del método de barrido hacia adelante-hacia atras

A continuacion, se comparte el codigo en Octave (también valido en MatLab) del método de barrido
hacia adelante-hacia atrds aplicado al Ejemplo 1, facilmente se pude adaptar para aplicarlo a
cualquier otro problema de control dptimo, para eso basta con modificar la funcion de estado, la
ecuacion de las variables adjuntas, la condicion de transversalidad y la caracterizacion del control
optimo.

Function [x,u]l=metododebarrido
tic
clc
close all
T=4; %Tiempo final.
x=zeros (T,1); %$Funcidén de estado.
L=zeros (T, 1l); %Variables adjuntas.

Q

u=zeros (T-1,1); % Inicializacidén del control.
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uold=zeros (T-1,1); %Control previo a la actualizacidn.
x(1)=5;
L(T)=0;

epsilon=0.001; %Criterio de convergencia.
N=500; %Numero de iteraciones.
for t=1:N
for i=1:T7-1
X (1i+1l)=x(1i)4+u(i); %Funcidén de estado.
endfor
for k=T-1:-1:1
L(k)=x(k)+L(k+1); %$Ecuaciones adjuntas.
endfor
uold=u;
for §j=1:1:T7-1
u(j)=-L(j+1); %Caracterizacidén del control.
endfor
u=0.5* (utuold); %Actualizacidén del control.
if norm(u-uold)<epsilon
disp(t)
break
endif
endfor
toc

endfunction
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